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一.Hessian 矩阵的概念

Hessian矩阵是一个多元函数的二阶偏导数构成的方阵，描述了函数的局部曲率。Hessian
矩阵最早于 19 世纪由德国数学家 Ludwig Otto Hesse 提出，并以其名字命名。Hessian 矩阵
常用于牛顿法解决优化问题，利用 Hessian 矩阵可判定多元函数的极值问题。在工程实际问
题的优化设计中，所列的目标函数往往很复杂，为了使问题简化，常常将目标函数在某点邻

域展开成 Taylor 多项式来逼近原函数，此时函数在某点 Taylor 展开式的矩阵形式中会涉及
到 Hessian 矩阵。

二元函数的 Hessian 矩阵

可知，若一元函数 f (x) 在 x = x0 点的某个邻域内具有任意阶导数，则 f (x) 在 x0 点处

的 Taylor 展开式为

f (x) = f (x0) + f ′(x0)∆x +
1
2

f ′′(x0)(∆x)2 + · · ·

其中 ∆x = x − x0,(∆x)2 = (x − x0)2

而二元函数 f (x, y) 在点 A(x0, y0) 处的 Taylor 展开式为

f (x, y) = f (x0, y0)+
∂ f
∂x

∣∣∣∣
A

∆x+
∂ f
∂y

∣∣∣∣
A

∆y+
1
2
[
∂2 f
∂x2

∣∣∣∣
A

(∆x)2 + 2
∂2 f

∂x∂y

∣∣∣∣
A

∆x∆y+
∂2 f
∂y2

∣∣∣∣
A

(∆y)2]+ · · ·

其中 ∆x = x − x0,∆y = y − y0

将上述展开式写成矩阵形式，则有：

f (X) = f (A) + (
∂ f
∂x

,
∂ f
∂y

)

∣∣∣∣
A

(
∆x
∆y

)
+

1
2
(∆x, ∆y)

(
∂2 f
∂x2

∂2 f
∂x∂y

∂2 f
∂y∂x

∂2 f
∂y2

) ∣∣∣∣
A

(
∆x
∆y

)
+ · · ·

即：

f (X) = f (A) +∇ f (A)T∆X +
1
2

∆XT H(A)∆X + · · ·

其中 H(X) =

(
∂2 f
∂x2

∂2 f
∂x∂y

∂2 f
∂y∂x

∂2 f
∂y2

) ∣∣∣∣
A

是 f (x, y) 在 A 点的 Hessian 矩阵，它是由函数 f (x, y) 在 A

点的二阶偏导数所组成的方阵。

多元函数的 Hessian 矩阵
将二元函数的 Taylor 展开式推广到多元函数上，则 f (x1, x2, · · · , xn) 在 A 点的 Taylor

展开式的矩阵形式为：

f (X) = f (A) +∇ f (A)T∆X +
1
2

∆XT H(A)∆X + · · ·

其中∇ f (A) = [ ∂ f
∂x1

, ∂ f
∂x2

, · · · , ∂ f
∂xn

]

∣∣∣∣T
A

,它是 f (X)在A点的梯度。而 H(X) =


∂2 f
∂x2

1

∂2 f
∂x1∂x2

· · · ∂2 f
∂x1∂xn

∂2 f
∂x2∂x1

∂2 f
∂x2

2
· · · ∂2 f

∂x2∂xn
... ... . . . ...

∂2 f
∂xn∂x1

∂2 f
∂xn∂x2

· · · ∂2 f
∂x2

n


是 f (x1, x2, · · · , xn) 在 A 点的 Hessian 矩阵。
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Hessian 矩阵的对称性

如果函数 f 在 D 区域内二阶连续可导，那么 f 的 Hessian 矩阵 H( f ) 在 D 内为对称矩
阵。原因为如果函数 f 的二阶偏导数连续，则二阶偏导数的求导顺序没有区别，即

∂

∂x
(

∂ f
∂y

) =
∂

∂y
(

∂ f
∂x

)

则对于矩阵 H( f )，有 Hi,j( f ) = Hj,i( f ), 于是 H( f ) 为对称矩阵。

二.Hessian 矩阵的一些简单应用

1. 多元函数极值

对于一元函数求极值时，例如 f (x) = x2，通常先求其一阶导数，根据费马定理，极值

点处的一阶导数一定等于 0。但这仅仅是一个必要条件而非充分条件。对于 f (x) = x2 来说，

函数的确在一阶导数为 0 点取得了极值，但对于 f (x) = x3 来说，显然只检查一阶导数是不

能下此结论的。这时需要再求一次导，如果二阶导数 f ′′(x) < 0，那么说明函数在该点取得
局部极大值；如果二阶导数 f ′′(x) > 0, 则说明函数在该点取得局部极小值；如果 f ′′(x) = 0，
则结果仍然是不确定的，就不得不通过其它方式来确定函数的极值性。而类比这种流程，我

们可以得到多元函数求极值的结果。当一元函数的二阶导数等于 0 时，并不能确定函数在该
点的极值性。类似的，面对 Hessian 矩阵，仍然存在无法判定多元函数极值性的情况，即当
Hessian矩阵的行列式为 0时，无法确定函数是否能取得极值。甚至可能会得到一个鞍点，也
就是一个即非极大值也非极小值的点。

设 n元实函数 f (x1, x2, · · · , xn)在点 A(a1, a2, · · · , an)的邻域上有连续的二阶偏导数，若

有

∇ f
∣∣∣∣

A

= 0, H(X) =


∂2 f
∂x2

1

∂2 f
∂x1∂x2

· · · ∂2 f
∂x1∂xn

∂2 f
∂x2∂x1

∂2 f
∂x2

2
· · · ∂2 f

∂x2∂xn
... ... . . . ...

∂2 f
∂xn∂x1

∂2 f
∂xn∂x2

· · · ∂2 f
∂x2

n


则有如下结果：

a. 若 H(X) 是正定矩阵，则其在 A 点处取得极小值。
b. 若 H(X) 是负定矩阵，则其在 A 点处取得极大值。
c. 若 H(X) 是不定矩阵，则其在 A 点处取不到极值。
d. 若 H(X) 是半正定矩阵或半负定矩阵，则需要寻找其他办法确定其在 A 点处是否取得极
值。

几何直观表示
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(a) 正定：具有唯一的最小值 (b) 半正定：具有不唯一的最小值

(c) 不定：存在鞍点，无最小值点，也无最大值点 (d) 半负定：具有不唯一的最大值

(e) 负定：具有唯一的最大值

2. 多元函数凹凸性

首先说明一下凸函数的定义：

对于函数 f (x), 对于其定义域内的任意两点 x, y，以及任意实数 θ ∈ [0, 1], 若有 f (θx +

(1 − θ)y) ≤ θ f (x) + (1 − θ) f (y) 成立，则 f 为凸函数。若上式严格成立 (将小于等于换成小
于)，则为严格凸函数。同理可定义凹函数和严格凹函数。
设 n 元实函数 f (x1, x2, · · · , xn) 在点 A(a1, a2, · · · , an) 的邻域上有连续的二阶偏导数

则有如下结果：

a. 若 H(X) 半正定，则函数是凸函数。
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b. 若 H(X) 正定，则函数为严格凸函数。

c. 若 H(X) 半负定，则函数为凹函数。

d. 若 H(X) 负定，则函数为严格凹函数。

3. 图像处理
二阶导数表示导数的变化规律，如果函数是一条曲线，且曲线存在二阶导数，那么二阶

导数表示的是曲线的曲率，曲率越大，曲线越弯曲。以此类推，多维空间中的一个点的二阶

导数就表示该点梯度下降的快慢。以二维图像为例，一阶导数是图像灰度的变化即灰度梯度，

二阶导数就是灰度梯度变化程度，二阶导数越大灰度变化越不具有线性。（即灰度改变越大，

不是线性的梯度）

在计算机工程学里，二维图像中，Hessian 矩阵是二维正定矩阵，有两个特征值和对应
的两个特征向量。两个特征值表示出了图像在两个特征向量所指方向上图像变化的各向异性。

如果利用特征向量和特征值构成一个椭圆，这个椭圆就标注出了图像变化的各向异性。

在二维图像中，什么样的结构最具各向同性，又是什么样的结构各向异性更强的。很显

然，圆具有最强的各向同性，线性结构越强的结构越具有各向异性。且各特征值应具有以下

特性：

上文提到的矩阵的特征值与特征向量所构成的椭圆表现出了图像的各向异性，这种各向

异性可以在图像处理中进行应用。在二维图像中，图像中的点性结构具有各向同性，而线性

结构具有各相异性。因此可以利用 Hessian 矩阵对图像中的线性结构进行增强，滤去点状结
构和噪声点。同样也可用于找出图像中点状信息，滤除其它信息。

在使用 Hessian矩阵时，不需要将图像进行泰勒展开，只需直接求矩阵中的元素即可。一
般对二维图像求二阶导方法只把包含自身在内的三个点的信息囊括了进去，信息量不足。因

此，根据线性尺度空间理论（LOG），对一个函数求导，等于函数与高斯函数导数的卷积，即

∂ f
∂x

= f (x, y) · ∂G
∂x

∂2G
∂x2 =

−1
2πσ4 (1 −

x2

σ2 )e
− x2+y2

2σ2

∂2G
∂y2 =

−1
2πσ4 (1 −

y2

σ2 )e
− x2+y2

2σ2

∂2G
∂x∂y

=
xy

2πσ6 e−
x2+y2

2σ2
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在编写程序时，只需事先将图像分别与三个模板进行卷积，生成三种偏导数的图，然后根

据需要索引对应位置的偏导数即可。对图像进行处理后，图像中大部分的线性结构都会被增

强，但是一些细微结构并未被增强太多，而且一些粗的结构中也出现了空洞，这与求导窗口

的大小有关，求导窗口太小，很多粗的结构中会出现中空的现象，因为中心区域被认为是点

结构了。求导窗口太大，就容易出现细微结构丢失现象。此外高斯模板的方差选取也影响了

偏导数的大小。其实这种方式是使用一个方差为 s 的高斯核的二阶导数生成一个探测核，用
于测量导数方向范围内（-s，s）内外区域之间的对比度。

4. 基于尺度空间的 Hessian 矩阵特征值简化算法
对于二维图像的 Hessian 矩阵描述每个像素在主方向上的二维导数为：.

H(X) =

(
Ixx Ixy

Iyx Iyy

)
根据尺度空间理论，二阶导数可以通过图像与高斯函数的卷积获得，例如在点 (x, y) 处有：

Ixx(x, y; σ) =
∂2G(x, y; σ)

∂x2 · I(x, y)

其中

G(x, y; σ) =
1

2πσ2 e−
x2+y2

2σ2

下面可以根据定义求 Hessian 矩阵的特征值的解，我们令

|λE − H| = 0

并且根据图像的性质可以得到：

Ixy = Iyx

代入以上方程可以得到 Hessian 矩阵的特征值解为

λ =
Ixx + Iyy ±

√
(Ixx − Iyy)2 + 4(Ixy)2

2

三.Hessian 矩阵与 Quasi-Newton 法

A. 牛顿法简介

1. 梯度下降法
假设我们要求 f (x) 的实数根，也就是求 f (x) 与 x 轴的交点 O 的横坐标。将其在 x0 处

一阶 Taylor 展开，并且令其为 0

f (x0) + f ′(x0)(x − x0) = 0

可以发现这是一条直线，也就是 f (x) 在 x = x0 处的切线方程，我们求出切线方程与 x 轴的
交点 x1 = x0 − f (x0)

f ′(x0)
。在 f (x) 上找到横坐标为 x1 的点，重复上述步骤，如下图所示，可以

发现在经过多次迭代后有

lim
n→+∞

An = O
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所以在一阶牛顿法中，迭代公式为

xn+1 = xn −
f (xn)

f ′(xn)

2. 牛顿法
我们对 f (x) 进行二阶带 Piano 余项的 Taylor 展开，得到

f (x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0) +
1
2

f ′′(x0)(x − x0)
2 + o((x − x0)

3)

我们忽略余项，对上式求导并令其为 0

f ′(x) = f ′(x0) + f ′′(x0)(x − x0) = 0

求得其迭代公式为

xn+1 = xn −
f ′(xn)

f ′′(xn)

由于梯度下降法只用到了一阶导数，而牛顿法用到了二阶导数，所以牛顿法收敛更快。

3. 多变量牛顿法
前面两个推导只针对了单变量的问题，对于多变量的情况，牛顿法的迭代公式变为：

Xn+1 = Xn −
f ′(Xn)

f ′′(Xn)
= Xn −

J f (Xn)

H(Xn)
= Xn − J f (Xn)H−1(Xn)
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其中用到了一阶偏导数与二阶偏导数，分别对应着 Jacobian 矩阵与 Hessian 矩阵。J 表示
Jacobian 矩阵，对应着一阶偏导数：

J f (Xn) =


∂y1
∂x1

· · · ∂y1
∂xn

· · · . . . · · ·
∂ym
∂x1

· · · ∂ym
∂xn


H 表示 Hessian 矩阵，对应着二阶偏导数：

H( f ) =


∂2 f
∂x2

1

∂2 f
∂x1∂x2

· · · ∂2 f
∂x1∂xn

∂2 f
∂x2∂x1

∂2 f
∂x2

2
· · · ∂2 f

∂x2∂xn
... ... . . . ...

∂2 f
∂xn∂x1

∂2 f
∂xn∂x2

· · · ∂2 f
∂x2

n


多变量的牛顿法由于引入了 Hessian 矩阵，增加了复杂性，特别是当

¬Hessian 矩阵非正定导致点列无法收敛
­Hessian 矩阵维度过大带来巨大的计算量
针对这个问题，在牛顿法无法有效执行的情况下，提出了很多改进方法，比如拟牛顿法。

B. 改进: 拟牛顿法

1. 拟牛顿法简介
将上述问题一般化，考虑用数值方法求解如下无约束的优化问题，即

min f (x), x ∈ Rn

其中 f : Rn → R 为二阶连续可微函数，通常利用迭代算法

xk+1 = xk + αkdk, k = 1, 2, · · ·

其中 xk 为第 k 次迭代点，dk 为第 k 次搜索方向，αk 为步长因子，sk = xk+1 − xk = αkdk 称

为步长。不同的步长因子 αk 和不同的搜索方向 dk 就构成了不同的方法。为方便，记 g(x) =
∇ f (x), G(x) = ∇2 f (x), fk = f (xk), gk = g(xk), Gk = G(xk)

求解 min f (x), x ∈ Rn 的数值迭代方法有多种，我们在上一节介绍了梯度下降法与牛顿

法，也说明了目标函数 Hessian 矩阵不一定可逆并且曲率计算工作量大，于是我们在此介绍
拟牛顿法。

拟牛顿法主要思想为构造对称矩阵 Bk 近似 Gk(即 f (x) 的 Hessian 矩阵) 而无需计算二
阶导数，在一定条件下具有超过线性的收敛速率，其基本思想与牛顿法相似。

2. 拟牛顿法的具体公式
在 xk 附近使用目标函数的二阶 Taylor 展开来近似 f，有

f (xk + d) ≈ f (xk) + dTgk +
dTGkd

2
≈ f (xk) + dTgk +

dTBkd
2
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其中 Bk ∈ Rn×n 为对称矩阵。若 Bk 正定，则对以上式子进行极小化，可以得到拟牛顿法的

搜索方向为

dk = −B−1
k gk

对上述 Taylor 展开的两侧求导，可以得到 Gksk ≈ yk, 其中 yk = gk+1 − gk，于是传统的拟牛

顿法要求 Bk+1 满足以下的标准拟牛顿法条件

Bk+1sk = yk (1)

基于方程 (1)，不同的迭代得到诸如 SR1,BFGS，Broyden 族等校正公式。
(1)SR1 校正公式：Bk+1 = Bk + (yk − Bksk)(yk − Bksk)T/[(yk − Bksk)Tsk]

(2)BFGS 校正公式：Bk+1 = Bk + ykyT
k /(yT

k sk)− BksksT
k Bk/(sT

k Bksk)

(3)DFP 校正公式：Bk+1 = Bk + ykyT
k /(yT

k sk)− BksksT
k Bk/(sT

k Bksk) + ωkωT
k

其中 ωk = (sT
k Bksk)

1
2 [yk/(sT

k yk)− Bksk/(sT
k Bksk)]

(4)Broyden 族校正公式：Bk+1 = Bk + ykyT
k /(yT

k sk)− BksksT
k Bk/(sT

k Bksk) + ϕkωkωT
k

其中 ωk = (sT
k Bksk)

1
2 [yk/(sT

k yk)− Bksk/(sT
k Bksk)]

方程 (1) 只利用了梯度值的信息而忽略了函数值的信息。对方程 (1) 进行改进，类似于
(1) 的计算，我们得到新拟牛顿方程

Bk+1sk = ŷk

其中 ŷk = yk + (rk/sT
k sk)sk; rk = 3gT

k+1sk + 3gT
k sk + 6( fk − fk+1).

校正公式为 Bk+1 = Bk + ŷkŷT
k /(ŷT

k sk)− BksksT
k Bk/(sT

k Bksk)+ϕkωkωT
k，其中 ωk = (sT

k Bksk)
1
2 [ŷk/(sT

k ŷk)−
Bksk/(sT

k Bksk)]

无论基于传统拟牛顿方程的校正公式还是基于新拟牛顿方程的校正公式，校正产生 Bk+1

的实质都是在 Bk 的基础之上加上一个修正矩阵 Ak，即 Bk+1 = Bk + Ak. 所以若能知道 Ak 满

足怎样的条件，基于这个条件选取合适的 Ak，就可以得到合适的 Bk+1.

3.Ak 满足的条件和公式的选取

设 Bk+1 = Bk + Ak, 令其满足拟牛顿方程 Bk+1sk = yk，则 sT
k (Bk + Ak)sk = sT

k yk, 从而可
以得到

sT
k Bksk = sT

k yk − sT
k Aksk

设目标函数 f : Rn → R 在开集 D ⊂ Rn 上二次连续可微， f 在 xk 点附近的二次近似为

f (x) ≈ fk + (x − xk)
Tgk +

1
2
(x − xk)

TGk(x − xk)

则有 fk+1 ≈ fk + sT
k gk +

1
2 sT

k Gksk, 从而有

sT
k Gksk = 2( fk+1 − fk)− 2sT

k gk

因为 Bk 近似等于 Gk，则由上式可以得到

sT
k Bksk = sT

k Gksk ⇒ sT
k yk − sT

k Aksk = 2( fk+1 − fk)− 2sT
k gk ⇒

sT
k Aksk = 2( fk+1 − fk) + sT

k (gk+1 + gk)
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记 θk = 2( fk+1 − fk) + sT
k (gk+1 + gk), 则有

sT
k Aksk = θk

即对任意的拟牛顿算法，修正矩阵 Ak 均满足上式。基于此，可以给出 Ak 的 2 种公式。

 Ak =
θk

(sT
k uk)2 ukuT

k

Ak =
λ1θk

(sT
k uk)2 ukuT

k +
λ2θk

(sT
k uk)2 vkvT

k (λ1 + λ2 = 1)

其中 uk, vk ∈ Rn, 且满足 sT
k uk ̸= 0, sT

k vk ̸= 0. 下面选取不同的 uk, vk 以及 λ1, λ2 使他们满足

这两种公式.
(1)取 uk = yk − Bksk, Ak =

θk
(sT

k uk)2 ukuT
k , sT

k (yk − Bksk) ̸= 0否则 sT
k yk = sT

k Bksk ⇒ yk = Bksk,
即 Bk 已经满足拟牛顿方程。

Ak =
θk

(sT
k uk)2

ukuT
k

=
θk

[sT
k (yk − Bksk)]2

(yk − Bksk)(yk − Bksk)
T

=
θk

sT
k (yk − Bksk)

(yk − Bksk)(yk − Bksk)T

sT
k (yk − Bksk)

=
sT

k Aksk

sT
k (yk − Bksk)

(yk − Bksk)(yk − Bksk)T

sT
k (yk − Bksk)

=
(yk − Bksk)(yk − Bksk)T

(yk − Bksk)Tsk

所以 Bk+1 = Bk +
(yk−Bksk)(yk−Bksk)

T

(yk−Bksk)Tsk
即这种选取所得到的校正公式为 SR1 校正公式。

在这里我们提到一种概念：秩 k 对称修正公式，即在原来的矩阵基础之上加上一个秩为
k 的矩阵来对其进行修正。
可以看出，SR1公式是一种秩 1对称修正公式。我们叙述迭代找到极小点的过程：选取初

始点 x0 以及初始对称正定矩阵 B0(例如选取 B0 = In，其中 In 为 n阶单位阵，此时的算法的第
一步为最速下降步骤)，令 k=0，从 xk 出发沿着方向 pk = −B−1

k gk 进行一维搜索找到 f (x)的
最小点得到 xk+1.以 xk+1 为新起点，计算 yk, sk 以及 Bk+1，搜索方向为 pk+1 = −Bk+1gk+1，以

这个方向再次做一维搜索……于是由此算法可以得到一个迭代点累，这个点列将收敛到 f (x)
的极小值点。

(2) 取 uk = yk, vk = Bksk, Ak =
λ1θk

(sT
k uk)2 ukuT

k +
λ2θk

(sT
k vk)2 vkvT

k (λ1 + λ2 = 1).
若 sk = 0，则 gk = 0。因此在整个迭代的过程中假定 ∥sk∥ ̸= 0, 否则算法将会在第 k 次

迭代时停止。因 sk ̸= 0, 则 sT
k Bk+1sk = sT

k yk ̸= 0, sT
k Bksk ̸= 0,

Ak =
λ1θk

(sT
k uk)2

ukuT
k +

λ2θk

(sT
k vk)2

vkvT
k

=
λ1θk

(sT
k yk)2

ykyT
k +

λ2θk

(sT
k Bksk)2

Bksk(Bksk)
T

=
λ1θk

sT
k yk

ykyT
k

sT
k yk

+
λ2θk

sT
k Bksk

Bksk(Bksk)T

sT
k Bksk
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取 λ1 =
sT

k yk
θk

, θk ̸= 0. 否则 Bk 已经满足拟牛顿方程。则 λ2 = 1 − λ1 = 1 − sT
k yk
θk

= − sT
k Bksk

θk
, 所

以 Ak =
ykyT

k
yT

k sk
− BksksT

k BT
k

sT
k Bksk

, 那么有 Bk+1 = Bk +
ykyT

k
yT

k sk
− BksksT

k BT
k

sT
k Bksk

, 即该种选取所得到的校正公式为
BFGS 校正公式。
由于 Broyden 族校正公式为 Bϕ

k+1 = ϕBDFP
k+1 + (1 − ϕ)BBFGS

k+1 = BBFGS
k+1 + ϕωkωT

k , 其中
ωk == (sT

k Bksk)
1
2 [yk/(sT

k yk)− Bksk/(sT
k Bksk)]。从而适当选取 uk, vk 以及 λ1, λ2 可以得到 Broy-

den 族校正公式。

4. 寻找秩 2 修正公式的统一形式
事实上，最早提出的拟牛顿修正公式是秩 2 修正公式而非秩 1 修正公式。拟牛顿算法最

早由 Davidon 于 1959 年提出，但当文章发表后未受到人们重视。Fletcher 和 Powell 于 1963
年给出了 DFP 秩 2 拟牛顿法，在此之后的 1965 年 Broyden 给出了秩 1 拟牛顿法。
我们寻找已知 Bk，求取 Bk+1 的方法：

令 B0 = Bk，代入到 Bk+1 = Bk +
1

vTsk
(yk − Bksk)vT 得到 B1

B1 = B0 +
1

vTsk
(yk − B0sk)vT, vTsk ̸= 0

矩阵 B1 满足拟牛顿关系但是不满足对称性，于是我们使用以下的对称化手段，得到 B2:

B2 =
1
2
(B1 + BT

1 )

那么 B2 已经对称化，但是又不满足了拟牛顿关系，于是我们继续对 B2 使用上述手段得到 B3，

并且不断迭代下去。将这两种手段交替进行，便可以得到一系列的生成矩阵

B2i+1 = B2i +
1

vTsk
(yk − B2sk)vT

B2i+2 =
1
2
(B2i+1 + BT

2i+1), i = 1, 2, · · ·

可以证明序列 Bn 有极限，将其定义为 Bk+1, 即

Bk+1 = Bk +
1

vTsk
((yk − Bksk)vT + v(yk − Bksk)

T)− (yk − Bksk)Tsk

(vTsk)2 vvT (A)

证明. 现在按上述两种运算计算出 B3, B4 的表达式，由此得到一般情况下的表达式。

由 B2 以及上述迭代公式可以得到

B3 = B2 +
1

vTsk
(yk − B2sk)vT

=
1
2
(B1 + BT

1 ) +
1

vTsk
(yk −

1
2
(B1 + BT

1 )sk)vT

= B0 +
1

vTsk
(yk − B0sk)vT +

1
2vTsk

(yk − B0sk)
T − 1

2(vTsk)2 (yk − B0sk)
TskvvT

以及

B4 =
1
2
(B3 + BT

3 )

= B0 +
1

vTsk
(

1
2
+

1
22 )[v(yk − B0sk)

T + (yk − B0sk)vT]− 1
2(vTsk)2 (yk − B0sk)

TskvvT
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由上述递推公式可以得到：一般地，我们有

Bi+2 = B0 + (
i+2

∑
n=1

1
2n )

1
vTsk

[(yk − B0sk)vT + v(yk − B0sk)
T]− (

i+2

∑
n=1

1
2n )

(yk − B0sk)Tsk

(vTsk)2 vvT

令 i → ∞, 即可以得到极限.

在此极限表达式中，我们可以分出以下情况：

¬当 v = yk − Bksk 时，得到的是秩 1 对称公式. 相反地当 v ̸= yk − Bksk 时, 它是秩 2 对
称公式。

­取 v = sk, 所得到的为 Powell 公式。
®取 v = yk, 则可以得到 DFP 公式。
由于 ωT

k sk = 0, 因此将秩 1 矩阵 ωkωT
k 乘以一个常数加到 DFP 公式的右侧后，Bk+1 仍

然满足拟牛顿关系以及对称性，这是一个包含一个参数的修正公式族：

BT
k+1 = Bk + ykyT

k /(yT
k sk)− BksksT

k Bk/(sT
k Bksk) + ϕkωkωT

k

其中

ωk = (sT
k Bksk)

1
2 [yk/(sT

k yk)− Bksk/(sT
k Bksk)]

¯取 ϕk = 1, 这就是 DFP 公式。
°取 ϕk = 0, 这就是 BFGS 公式。也就是说 Broyden 族公式和 BFGS 公式之间只相差了

一个秩 1 矩阵。

5. 逆矩阵的拟牛顿公式
我们在上一节中是通过已有公式和对称画两种手段来进行的，但是我们也可以使用下列

方式来得到。现在我们将公式 Bk+1sk = yk 改写为

Hk+1yk = sk

以及

Hk+1 = Hk + ∆Hk

在已知 Hk 时，我们求出 ∆Hk 就可以通过上式得到 Hk+1. 这样做的好处是在第 k 步求得 Hk

后，可以直接以 Hkgk 为搜索方向，而不必再去求 Bk 的逆 B−1
k 那样产生大量的计算。

下面我们使用不同于上一节的方式来求出 ∆Hk

设 ∆Hk 是一个秩 2 对称矩阵，因此存在可逆矩阵 Q 以及纯量 α, β，使得

∆Hk = Q



α

β

0
. . .

0


QT

成立。
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取向量 u, v 为矩阵 Q 的第一、二列，那么可以将 Hk+1 写为

Hk+1 = Hk + αuuT + βvvT

将此式代入拟牛顿方程 Hk+1yk = sk, 可得

Hkyk + α(uTyk)u + β(vTyk)v = sk

上式中 u, v 的解不是唯一的。若取 u = Hkyk, v = sk, α = − 1
uTyk

= 1
yT

k Hkyk
, β = − 1

vTyk
= 1

skyk
，

则可以得到 DFP 公式
Hk+1 = Hk −

HkykyT
k Hk

yT
k Hkyk

+
sksT

k

sT
k yk

其中，这里的 Hk+1 是 Bk+1 的逆矩阵。事实上，针对 A = uvT 的形式，我们可以用

Sherman-Morrison 公式从 B 系列的拟牛顿公式中得到 H 系列的对应公式，反之亦然。
现在我们先引入下面的引理。

引理.(Sherman-Morrison 公式) 若 A 为 n 阶可逆矩阵，u，v 为 n 维向量，则有

(A + uvT)−1 = A−1 − A−1uvT A−1

1 + vT A−1u

这是不难证明的，我们在这里直接使用。

现在，我们应用此公式来求 Broyden 族拟牛顿公式的 Bϕ
k+1 的逆。在 Bϕ

k+1 中，我们令

H1 = Bk −
1

sT
k Bksk

BksksT
k Bk +

ykyT
k

yT
k sk

,

H2 = Bk −
1

sT
k Bksk

BksksT
k

则有
(Bϕ

k+1)
−1 = [H1 + ϕk(sT

k Bksk)ωkωT
k ]

−1

= H−1
1 − ϕk(sT

k Bksk)
H−1

1 ωkωT
k H−1

1

1 + ϕk(sT
k Bksk)ωT

k H−1
1 ωk

H1 = H2 +
1

yT
k sk

ykyT
k

H−1
1 = [H−1

2 − 1
yT

k sk

H−1
2 ykyT

k H−1
2

1 + 1
yT

k sk
yT

k H−1
2 yk

再将 H−1
2 使用一次引理并且代入 H−1

1 中，将 H−1
1 使用一次引理并且代入 (Bϕ

k+1)
−1 的表达

式中，可以得到 (Bϕ
k+1)

−1 的最终表达式。通过上述代入的过程可以看出，求 (Bϕ
k+1)

−1 的计算

可以对 Bϕ
k+1 逐次使用引理来得到。经过这连续的三次使用 Sherman-Morrison 公式，我们最

终得到

Hθ
k+1 = Hk +

sksT
k

sT
k yk

− HkykyT
k Hk

yT
k Hkyk

+ θ(yT
k Hkyk)vkvT

k

其中

vk =
sk

sT
k yk

− Hkyk

yT
k Hkyk
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θ =
(1 − ϕ)(sT

k yk)2

(sT
k yk)2 + ϕ[sT

k BkskyT
k Hkyk − (sT

k yk)2]

这就是含参数的 Broyden 族秩 2 修正公式的逆矩阵形式。
当 θ = 0 时，ϕ = 1, 可以得到 DFP 公式

Hk+1 = Hk −
HkykyT

k Hk

yT
k Hkyk

+
sksT

k

sT
k yk

当 θ = 1 时，ϕ = 0, 可以得到 BFGS 公式

Hk+1 = Hk +
sksT

k

sT
k yk

− HkykyT
k Hk

yT
k Hkyk

+ (yT
k Hkyk)vkvT

k

若取 θ =
sT

k sk

sk−HkyT
k yk
则可以得到秩 1 对称修正公式。

若一个拟牛顿公式中的 Hk 与 Bk，sk 与 yk 同时互换后可以得到另一个拟牛顿公式，则

称这两个拟牛顿算法为对称算法。从上面的公式中可以看出 DFP 公式的 Hk+1 与 BFGS 公
式的 Bk+1 是对偶的，BGFS 公式的 Hk+1 与 DFP 公式的 Bk+1 是对偶的. 因此 DFP 算法与
BFGS 算法是互为对偶的，而秩 1 对称算法是自对偶的。

四. 总结
在线性代数中，矩阵是联系代数与几何问题的一大重要桥梁。矩阵能够表示绝大部分的

几何变换问题，同时也能在代数问题中发挥不可替代的作用。Hessian矩阵表示着多变量函数
的二阶偏导数，描述了多变量函数在某个点的二阶近似，可以用于优化算法以便找到最优解。

在这片文章中我们介绍了 Hessian 矩阵在一部分实际问题中的应用，涉及到了数学分析、
线性代数、计算机工程等众多学科，这正体现出了数学是科学之基的理念。同时我们深化了

牛顿法，研究了拟牛顿法在解决线性代数问题中的应用，并探讨其在数值优化领域的意义和

潜力。

在数学和计算机科学领域，Hessian 矩阵是一个重要的概念，Hessian 矩阵是一个二阶偏
导数矩阵，用于描述多元函数的局部曲率。其性质包括对称性和特征值的正负性，特征值决

定了函数的凹凸性，从而指示了函数的极值点的位置和性质。

在优化问题中，Hessian 矩阵的应用十分广泛。例如，牛顿法是一种基于二阶导数信息的
优化方法，其更新规则涉及到 Hessian 矩阵的逆。通过利用 Hessian 矩阵的信息，牛顿法可
以更快地收敛到函数的极值点，从而提高优化效率。我们同时提出了拟牛顿法，与传统的梯

度下降法相比，拟牛顿法在迭代次数和收敛速度上都取得了显著的改进。尤其是在处理大规

模线性代数问题时，拟牛顿法表现出了更好的稳定性和收敛性，为解决实际工程问题提供了

有力的数值优化工具。

随着问题规模的增大和计算资源的限制，传统的 Hessian 矩阵计算和存储方式已经不能
满足需求。因此，研究者们提出了各种改进和扩展方法，如 Hessian 矩阵的低秩近似、基于
采样的 Hessian 矩阵估计等，以应对大规模问题中的挑战。通过深入研究 Hessian 矩阵的性
质和应用，我们可以更好地理解优化问题的本质，并探索更有效的优化算法和技术，推动科

学技术的发展和应用。
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