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1 问题导入

在数学中，我们经常能够发现对称美，尤其是在分形图和黄金比例的迭代图中。这种美

不仅体现在自然界的许多结构中，也体现在数学的抽象构造中。曾发现过一个现象：如果对

一个正 n边形，取每条边的中点并依次连接这些中点，得到的仍然是一个正 n边形。通过不
断重复这一过程，我们会得到一个美丽的迭代图。

于是自然地想到，如果我们将这个过程推广到更一般的情况，不仅限于正 n边形，而是
考虑任意的 n边形，甚至允许边交叉，情况会变的如何？如果我们从一个任意形状的 n边形
开始，取每条边的中点并连接这些中点，会得到什么样的图形呢？

首先，我们可以观察到，中点连接的过程本质上是一种平均化操作，它会在一定程度上

“平滑”原始图形的不规则性。然而，这种对称性可能不再是正多边形那样的完美对称，而是

某种更复杂的对称结构。

其次，如果原始的 n边形有边交叉，那么取中点并连接后得到的图形可能会出现更多的
交叉和重叠。这是因为中点连接的过程会将原始图形的交叉结构在一定程度上保留下来。这

可能会导致得到的图形变得更加复杂，甚至可能出现一些意想不到的结构。

通过这些思考，我们可以看到，数学中的对称美不仅仅局限于正多边形这样的简单结构，

而是可以扩展到更一般的图形和更复杂的迭代过程中。

2 介绍

假设 x和 y是 n维单位向量，其分量和为 0。令P(x, y)表示通过连接 (x1, y1), ..., (xn, yn), (x1, y1)

形成的多边形。如果从 P(x, y)连接到其边中点形成新多边形，则得到"平均"多边形 P̃，P̃
可视为 P 的"平均版本"。图 1展示了随机五边形的平均过程。

可以看出其结构似乎变得更加简单了，我们大胆猜测如果重复此平均过程，多边形可能

会解开并在收敛于有序结构。我们的目标是找出此现象并且用数学语言精确表述。

2.1 中点连接操作的矩阵表述

因为我们需要对每个边执行相同的操作,中点连接操作可以自然地表述为向量运算。
在标量层面，单个中点计算涉及两个坐标的平均值，如：
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图 1: 五边形 P（左）和“平均五边形”P̃（右）

x̃1 =
x1 + x2

2
, ỹ1 =

y1 + y2

2
.

在向量层面，整个操作可以描述为 x向量与其上移向量的平均，y向量也类似。我们用
上面的五边形来举例：

x̃1

x̃2

x̃3

x̃4

x̃5

 =
1
2


x1 + x2

x2 + x3

x3 + x4

x4 + x5

x5 + x1

 ,


ỹ1

ỹ2

ỹ3

ỹ4

ỹ5

 =
1
2


y1 + y2

y2 + y3

y3 + y4

y4 + y5

y5 + y1

 .

这些变换是线性的，可用矩阵形式表示：

x̃ =


x̃1

x̃2

x̃3

x̃4

x̃5

 =
1
2


1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
1 0 0 0 1

 x ≡ M5x,

ỹ =


ỹ1

ỹ2

ỹ3

ỹ4

ỹ5

 =
1
2


1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
1 0 0 0 1

 y ≡ M5y.

其中矩阵 M5是 5维情况下的平均矩阵。一般地，从 P 到其平均 P̃ 的变换为：

x̃ = Mnx, ỹ = Mny,

其中 n × n平均矩阵定义为：
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(2.1) Mn =
1
2



1 1 0 · · · 0 0
0 1 1 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · 1 1
1 0 0 · · · 0 1


.

向量 x, y, x̃, ỹ称为顶点向量。P(x, y)用于表示由顶点向量 x和 y定义的多边形。在经
过 k次平均步骤后，我们得到多边形 P(Mk

nx, Mk
ny)。

我们之所以使用多边形平均过程的矩阵表述，是因为它使我们能够更简洁地描述重复平

均过程，并且将问题重心转化为理解向量 Mk
nx, Mk

ny的变化，将问题简化为数学计算。

2.2 初次尝试迭代

用算法 1描述这个迭代过程：

给出 n维单位向量 x(0)和 y(0)，其分量和为零。

定义 P0 = P(x(0), y(0)).
用 Pk−1 = P(x(k−1), y(k−1))计算 Pk = P(x(k), y(k))(k = 1, 2, . . . )
其中 x(k) = Mnx(k−1)，y(k) = Mny(k−1)

得到 Pk.

实验表明，多边形序列收敛到一个点，图 2展示了一个典型的 n=15示例，显示了分别迭
代 0,5,20,50次的“平均多边形”。

图 2: 多次迭代图形

下面我们严格解释算法 1的极限行为：首先解释为什么极限为 P0 的重心，其中 Pk 的重

心 (x̄, ȳ)定义为：

x̄ =
1
n

n

∑
i=1

xi =
eTx
n

, ȳ =
1
n

n

∑
i=1

yi =
eTy
n

,
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其中 e是 n维全 1向量。

e =


1
1
...
1


注意到 eT Mn = eT，有：

eTx(k)

n
=

eT Mnx(k−1)

n
=

eTx(k−1)

n

eTy(k)

n
=

eT Mny(k−1)

n
=

eTy(k−1)

n
这表明算法 1生成的多边形序列具有相同的重心。如果序列 Pk收敛到一个点，该点一定

是 P0的重心。

2.3 改进迭代过程

图 2表明，在算法 1中多边形在从视野中消失之前会解开交叉边。为了更仔细地研究这
一点，我们引入归一化方法，以防止 Pk 坍缩为一个点：

1. 我们假设 P(x(0), y(0))的重心为 (0, 0)。

2. 每次更新后，我们对顶点向量进行缩放，使其模长为 1（即多边形的分量平方和为 1）。

这些调整是为了多边形序列 {Pk}保持合理的大小以免收敛至一个点，并以原点为中心。
用算法 2描述这个迭代过程：

给出模长为 1的 n维向量 x(0)和 y(0)，其分量和为零。

定义 P0 = P(x(0), y(0))。

使用 Pk−1 = P(x(k−1), y(k−1))计算 Pk = P(x(k), y(k)) (k = 1, 2, · · ·)
ξ = Mnx(k−1)，x(k) = ξ/∥ξ∥2

η = Mny(k−1)，y(k) = η/∥η∥2

得到 Pk。

根据上一节的说明，我们知道每个 Pk 的重心都是 (0, 0), 于是只需要缩放而无需再进行
中心的调整，这样的缩放对整体的图形没有影响。

算法 2相当于幂方法的应用，将其应用于 n × n矩阵 A和模长为 1的起始向量 w(0) 时，

幂方法涉及重复的矩阵-向量乘法和缩放：

w(k) = Aw(k−1)/∥Aw(k−1)∥2, k = 1, 2, . . .

需要注意的是缩放不一定在每次迭代时都进行，理论上可以在终止时进行（因为形状一

直不变），这样可以减少迭代的时间复杂度。而由于本实验中未涉及很高边数与很高迭代次数

的情况并且要观察在迭代过程中的图形情况，使用的是每一步都进行归一化的方法。
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下面我们简要介绍其工作原理，假设 A有一组完整的 n个独立特征向量 z1, . . . , zn 和特

征值 λ1, . . . , λn，满足 Azi = λizi。如果

|λ1| > |λ2| ≥ · · · ≥ |λn|

且

w(0) = γ1z1 + γ2z2 + · · ·+ γnzn,

那么 w(k)是以下向量方向上的单位向量：

(2.2) Akw(0) = λk
1

(
γ1z1 +

n

∑
i=2

γi

(
λi

λ1

)k

zi

)
.

可以看出只要 γ1 ̸= 0，该向量在 z1 方向上的分量相比之下会越来越多。特征向量 z1 被

称为主特征向量，因为它与主特征值 λ1相关联。

回到我们的问题：矩阵 Mn 的主特征值是 1，对应的主特征向量是 e。理由如下：注意到
Me = e，因此 1是具有特征向量 e的特征值。Mn 的任何特征值的大小都不会超过其 1-范数
（这是由于范数有次乘性），由矩阵 1-范数的定义

∥A∥1 = max
1≤j≤n

n

∑
i=1

|aij|

可以得到 ∥Mn∥1 = 1。因此，1是主特征值。
这些观察阐明了算法 1中的多边形为何会收敛到一个点：两个顶点向量序列在 e方向上

的分量都越来越多，这相当于说 x(k)和 y(k)的分量越来越趋于一致。由于迭代保持重心不变，

极限值分别是初始顶点向量 x(0)和 y(0)的重心。

2.4 从实验到猜想

如果我们用算法 2进行实验并显示图像 Pk，会发现以下现象：

猜想 1：无论初始 P0多么随机，Pk的边最终都会不相交，并且在极限情况下，顶点都会

围绕一个与坐标轴成 45度倾斜的椭圆排列。

图 3: n=20时初始图形在算法 2下不同次数迭代

图 3描绘了一个典型的 n = 20的例子。我们的目标是解释从交叉到有序的明显转变。由
于其与幂方法联系密切，解释可以围绕平均矩阵 Mn 的特征系统性质展开。



3 子空间 D2 6

算法 2中的顶点向量迭代 x(k)和 y(k)重心为零，即 1
n Σn

i=1x(k)
i = 0与 1

n Σn
i=1y(k)

i = 0，这可
以写为 eTx(k) = 0与 eTy(k) = 0，因此与 Mn 的主特征向量 e正交。于是在式 (2.2)的符号中，
x(k)和 y(k)的 γ1项都不存在。因此，多边形在所有方向上均匀收缩，从而不会收敛到单个点。

相反，这些向量收敛到一个二维不变子空间，我们在下一章会提到。

3 子空间 D2

要分析算法 2中顶点向量 x(k) 和 y(k) 的行为就需要对平均矩阵 Mn 的特征系统进行透彻

分析。

3.1 上移矩阵

定义 n × n上移矩阵 Sn 为：

Sn =
(

en e1 e2 · · · en−1

)
其中 ek 是 n × n单位矩阵的第 k列。例如：

S5 =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0


从 (2.1)可知，平均矩阵 Mn 可表示为：

Mn =
1
2
(In + Sn)

Sn 的特征向量是已知的，为：

vj =
1√
n



1
ωj

ω2
j

...
ωn−1

j


, j = 0, 1, . . . , n − 1

ωj = cos
(

2π j
n

)
+ i · sin

(
2π j

n

)
, 0, 1, . . . , n − 1.

其中 ωj 是 n次单位根。
显然 vj模长为 1且满足 Snvj = ωjvj。此外，v0, . . . , vn−1两两正交。简要证明这一点：我

们观察到

vH
i Snvj = vH

i (Snvj) = ωjvH
i vj.
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另一方面，由于 SH
n = ST

n = S−1
n ，我们还有：

vH
i Snvj = (vH

i Sn)vj = (S−1
n vi)

Hvj = (vi/ωi)
Hvj = ωivH

i vj.

因此，当 i ̸= j时，vH
i vj = 0。上标“H”表示 Hermite共轭转置。

3.2 Mn的特征值和特征向量

平均矩阵 Mn = (In + Sn)/2与 Sn 具有相同的特征向量。其特征值 λ1, . . . , λn 由下式给

出：

λ1 = (1 + ω0)/2 = 1,

λ2 = (1 + ω1)/2 =
(
1 + cos(2π/n) + i · sin(2π/n)

)
/2,

λ3 = (1 + ωn−1)/2 = λ̄2,

λ4 = (1 + ω2)/2 =
(
1 + cos(4π/n) + i · sin(4π/n)

)
/2,

λ5 = (1 + ωn−2)/2 = λ̄4,
...

λn = (1 + ωm)/2,

其中 m = ⌊ n
2 ⌋。我们选择按这种方式排序特征值，因为这样可以将共轭特征值对组合在

一起。如图 4所示，λi 位于复平面上的一个圆上，该圆以 (0.5, 0)为圆心，直径为 1。

图 4: n=7时 M7的特征值

此外，
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(3.1) |λ1| > |λ2| = |λ3| > · · · > |λn−1| ≥ |λn|.

令 z1, . . . , zn 是特征向量 v0, . . . , vn−1的重新排序，使得

Mnzk = λkzk, k = 1, 2, . . . n.

3.3 阻尼因子

设 w ∈ Cn 为一个单位向量，其分量之和为 0。由于它具有重心 0，因此有特征向量展开
式：

w = γ2z2 + · · ·+ γnzn,

其中 |γ2|2 + · · ·+ |γn|2 = 1。这是因为 {z1, . . . , zn}是一个正交基，且 z1是 e的倍数，因
此具有重心零的向量 w满足 eTw = 0。
由此可得：

(3.2) Mk
nw = |λ2|k

(
γ2

(
λ2

|λ2|

)k

z2 + γ3

(
λ3

|λ2|

)k

z3 +
n

∑
j=4

γj

(
λj

|λ2|

)k

zj

)
.

从假设 (3.1)可以看出，向量 Mk
nw在 z2和 z3方向上的分量不断增加，而在 z4, . . . , zn 方

向上的分量明显衰减。(这里的衰减指的是相对衰减，非绝对衰减)衰减的速率取决于商：

(3.3) ρn ≡
∣∣∣∣λ4

λ2

∣∣∣∣ = max
{∣∣∣∣λ4

λ2

∣∣∣∣ , . . . ,
∣∣∣∣λn

λ2

∣∣∣∣} .

由于：

∣∣∣∣λ4

λ2

∣∣∣∣2 = |1 + cos(4π/n) + i sin(4π/n)|2
|1 + cos(2π/n) + i sin(2π/n)|2 =

1 + cos(4π/n)
1 + cos(2π/n)

=
cos2(2π/n)
cos2(π/n)

,

因此可得：

ρn =

∣∣∣∣λ4

λ2

∣∣∣∣ = cos2(π/n)− sin2(π/n)
cos(π/n)

= cos(π/n)
(
1 − tan2(π/n)

)
.

表 3.1阻尼因子 ρn 的数值随 n的变化

n ρn

5 0.38197
10 0.85065
20 0.96291
50 0.99408
100 0.99852
500 0.99994
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表 3.1给出了 ρn 的一些取值。通过操作近似：

cos(π/n) = 1 − 1
2

(π

n

)2
+ O

(
1
n4

)
以及

cos(2π/n) = 1 − 1
2

(
2π

n

)2

+ O
(

1
n4

)
可以证明：

ρn = 1 − 3
2

(π

n

)2
+ O

(
1
n4

)
.

因此，随着 n的增大，阻尼过程变得越来越慢，这一点在表 3.1中可以看出。

3.4 实复数运算

式 (3.2)左侧的向量 Mk
nw是实数，但右侧的线性组合涉及复数特征向量。实矩阵 Mn 的

特征值和特征向量成共轭对出现，复数部分在求和中相互抵消。特别是无阻尼向量

w̃(k) = γ2

(
λ2

|λ2|

)k

z2 + γ3

(
λ3

|λ2|

)k

z3

在 (3.2)中是实数，因为 γ3 = γ̄2，λ3 = λ̄2 且 z3 = z̄2。此外，它属于由下式定义的实子

空间 D2：

(3.4) D2 = span{ℜ(z2),ℑ(z2)} = span{ℜ(z3),ℑ(z3)}.

这个子空间是矩阵Mn的不变子空间。为了证明这一点，我们比较矩阵方程Mnz2 = λ2z2

的实部和虚部：

Mn(ℜ(z2)) + i · Mn(ℑ(z2)) = (cos(2π/n) + i · sin(2π/n))(ℜ(z2) + i · ℑ(z2)).

显然，Mn · ℜ(z2) ∈ D2且 Mn · ℑ(z2) ∈ D2,证毕。

3.5 收敛到 D2

定理 3.1假设

w(0) =
n

∑
j=2

γjzj

是一个实的模长为 1的向量，且

µ =
√
|γ2|2 + |γ3|2 > 0.
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如果 Pn是正交投影到 span{z2, z3}⊥上的算子，且w(k)是模长为 1的向量，方向为Mk
nw(0)，

则

∥Pnw(k)∥2 ≤ ρk
n

√
1 − µ2

µ
.

证明: 由于特征向量集合 {z2, . . . , zn}是正交的，从 (3.2)可得

w(k) =

(
n

∑
j=2

γjλ
k
j zj

)/√
n

∑
j=2

|γj|2|λj|2k.

投影 Pnw(k)的形式与分子中没有 z2和 z3项的形式相同。因此，

∥Pnw(k)∥2
2 =

n

∑
j=4

|γj|2|λj|2k

n

∑
j=2

|γj|2|λj|2k
≤

|λ4|2k
n

∑
j=4

|γj|2

|λ2|2k(|γ2|2 + |γ3|2)
= ρ2k

n
1 − µ2

µ2 ,

其中我们使用了 (3.3)，|λ2| = |λ3|，且 |γ2|2 + · · ·+ |γn|2 = 1。□
∥Pnw(k)∥2 可以看作是从 w(k) 到 D2 的距离。当 n=3时，子空间 D2 是一个平面，w(k) 位

于平面外，而 ∥Pnw(k)∥2是垂线的长度。

我们提到算法 2中的顶点向量重心为零。然而，由于舍入误差不断累积，因此有时需要
将顶点向量重新居中，即：

x(k) − (eTx(k))

n
e → x(k)

观察到当 k趋于无穷时，Pk 中的顶点成对共线。如果初始顶点向量仅与 ℜ(z2)或 ℑ(z2)

中的一个正交，则多边形收敛到一条 45度线。
如果仅有一个初始顶点向量与 D2 正交，则多边形收敛到一条包含两个椭圆状区域的曲

线。最后，如果一个顶点向量最初与 ℜ(z2)正交，另一个顶点向量与 ℑ(z2)正交，则顶点收

敛到一个圆。

在本文的其余部分，我们将假设没有顶点向量与子空间 D2正交。

3.6 子空间 D2的实正交基

特征向量 z2（及其共轭 z3）的实部和虚部具有高度的结构化特征。如果

(3.5) τ =



0
2π/n
4π/n

...
2(n − 1)π/n


,

那么用向量表示，z2 = (cos(τ) + i · sin(τ))/
√

n。利用三角恒等式，很容易证明：
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cos(τ)T cos(τ) =
n

∑
j=1

cos(τj)
2 =

n

∑
j=1

1 + cos(2τj)

2
=

n
2

,

sin(τ)T sin(τ) =
n

∑
j=1

sin(τj)
2 =

n

∑
j=1

1 − cos(2τj)

2
=

n
2

,

以及

sin(τ)T cos(τ) =
n

∑
j=1

sin(τj) cos(τj) =
n

∑
j=1

sin(2τj)

2
= 0.

从 (3.4)可得，向量

(3.6) c =

√
2
n


cos(τ1)

cos(τ2)
...

cos(τn)

 , s =

√
2
n


sin(τ1)

sin(τ2)
...

sin(τn)


构成了子空间 D2的实正交基。

4 顶点向量

因为顶点向量与 z1（e的倍数）正交，并且我们假设在算法 2中它们不与 D2正交，因此

初始向量 x(0)和 y(0)可以表示为正交向量集合 {c, s, z4, . . . , zn}的线性组合：

(4.1) x(0) = α1c + α2s + span{z4, . . . , zn}中的向量,

y(0) = β1c + β2s + span{z4, . . . , zn}中的向量.

根据定理 3.1，对于充分大的 k，有：

(4.2) x(k) = u(k) + O(ρk
n),

y(k) = v(k) + O(ρk
n),

其中 u(k)和 v(k)是单位向量：

(4.3) u(k) =
α1Mk

nc + α2Mk
ns

∥α1Mk
nc + α2Mk

ns∥2
,

v(k) =
β1Mk

nc + β2Mk
ns

∥β1Mk
nc + β2Mk

ns∥2
.

注意到这些向量在子空间D2中，因为极限行为 {P(u(k), v(k))}与多边形序列 {P(x(k), y(k))}
的极限行为一致。我们的计划是研究多边形序列 {P(u(k), v(k))}。
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4.1 实验和第二个猜想

为了清晰起见，我们重写算法 2，其中初始向量为 D2中的单位向量。

算法 3

给出实数 θu 和θv.
u(0) = cos(θu)c + sin(θu)s,
v(0) = cos(θv)c + sin(θv)s.
定义P0 = P(u(0), v(0)).
使用Pk−1 = P(u(k−1), v(k−1))计算Pk = P(u(k), v(k))(k = 1, 2, . . .)
ξ = Mnu(k−1), u(k) = ξ

∥ξ∥2
,

η = Mnv(k−1), v(k) = η

∥η∥2
.

得到Pk.

通过这个迭代过程进行代码设计，由编译后的图像（图 5）我们得出第二个猜想。
猜想 2：在算法 3中给出任意的 θu 和θv，偶数次迭代得到的 P2k 完全一致，奇数次迭代

得到的 P2k+1也完全一致

此外，为了观察具体顶点向量的具体变化，我们找到原多边形的一个顶点并且标记，观

察它在迭代过程中的运动规律。

图 5: n=20时 P 的顶点迭代过程中的运动情况

观察图 6中的顶点向量，可以得到这样的结论：序列 {u(k)}（或 {v(k)}）揭示了以下变化
规律： 

a
b
c
d
e

→


a′

b′

c′

d′

e′

→


e
a
b
c
d

→


e′

a′

b′

c′

d′

→


d
e
a
b
c

→


d′

e′

a′

b′

c′

→


c
d
e
a
b

→等等。
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换句话说，与 Pk 相关联的顶点向量是与 Pk−2相关联的顶点向量的上移。表达如下：

P2k = P(Sk
nu(0), Sk

nv(0)) = P(u(0), v(0)),

P2k+1 = P(Sk
nu(1), Sk

nv(1)) = P(u(1), v(1)).

我们会在下一章对其进行证明。

4.2 顶点向量 c和 s的平均

我们需要向量 Mk
nc和 Mk

ns，因为它们显然来自算法 3中的第 n维向量 c(τ + ∆)和 s(τ +

∆)，其中

c(τ + ∆) =

√
2
n


cos(τ1 + ∆)

...
cos(τn + ∆)

 ,

和

s(τ + ∆) =

√
2
n


sin(τ1 + ∆)

...
sin(τn + ∆)

 ,

其中 τ ∈ Rn 且 ∆ ∈ R由 (3.5)给出。记号 τ + ∆表示向量，其每个分量都是向量 τ对应

分量与标量 ∆的和。
注意到，若 ∆ = 0，则 c(τ + ∆) = c 且 s(τ + ∆) = s，其中 c 和 s 由 (3.6)定义。此外，

c(τ + ∆)和 s(τ + ∆)模长都是 1，并且彼此正交，于是二者可以视为子空间 D2 中对标准正

交基 c和 s进行旋转角度 ∆得到的。因此，有

c(τ + ∆) = cos(∆)c − sin(∆)s,

s(τ + ∆) = sin(∆)c + cos(∆)s,

定义 τn+1 = τ1 = 0。如果 µi = τi + ∆ + π/n对 i = 1, n成立，则利用三角恒等式

cos(α + β) + cos(α − β) = 2 cos(α) cos(β),

sin(α + β) + sin(α − β) = 2 sin(α) cos(β),

我们有

(Mnc(τ + ∆))i =
1
2

√
2
n
(cos(τi + ∆) + cos(τi+1 + ∆))
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=
1
2

√
2
n
(cos(µi − π/n) + cos(µi + π/n))

=

√
2
n

cos
(π

n

)
cos(µi),

以及

(Mns(τ + ∆))i =
1
2

√
2
n
(sin(τi + ∆) + sin(τi+1 + ∆))

=
1
2

√
2
n
(sin(µi − π/n) + sin(µi + π/n))

=

√
2
n

cos
(π

n

)
sin(µi).

因此，

Mnc(τ + ∆) = cos
(π

n

)
c
(

τ + ∆ +
π

n

)
,

Mns(τ + ∆) = cos
(π

n

)
s
(

τ + ∆ +
π

n

)
,

因此通过归纳法，我们有

Mk
nc = cosk

(π

n

)
c
(

τ +
kπ

n

)
,

Mk
ns = cosk

(π

n

)
s
(

τ +
kπ

n

)
.

从算法 3我们看到 u(k)和 v(k)是方向为

Mk
nu(0) = cosk

(π

n

)(
cos(θu)c

(
τ +

kπ

n

)
+ sin(θu)s

(
τ +

kπ

n

))
,

Mk
nv(0) = cosk

(π

n

)(
cos(θv)c

(
τ +

kπ

n

)
+ sin(θv)s

(
τ +

kπ

n

))
.

的单位向量。

由于 {c, s}是一个正交集，我们得出结论：

u(k) = cos(θu)c
(

τ +
kπ

n

)
+ sin(θu)s

(
τ +

kπ

n

)
,

v(k) = cos(θv)c
(

τ +
kπ

n

)
+ sin(θv)s

(
τ +

kπ

n

)
.

根据 τ、c和 s的定义，可以得出：

(4.4) u(k+2) = Snu(k), v(k+2) = Snv(k).
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5 极限椭圆

我们证明对于所有 i和 k，算法 3中的点 (u(k)
i , v(k)

i )都位于同一个椭圆 E 上，并且该椭圆
E 具有 45度倾角。我们称这个极限椭圆为 D2 椭圆，因为它依赖于顶点向量在不变子空间中

的投影。

5.1 倾斜椭圆

当 t遍历所有实数值时，点集 (u(t), v(t))由下式给出：[
u(t)
v(t)

]
=

[
cos(ϕ) − sin(ϕ)
sin(ϕ) cos(ϕ)

] [
σ1 0
0 σ2

] [
cos(t)
sin(t)

]
这定义了一个以 (0, 0)为中心、倾角为 ϕ、半轴长分别为 |σ1|和 |σ2|的椭圆。它是通过对

椭圆 (
u
σ1

)2

+

(
v
σ2

)2

= 1

逆时针旋转 ϕ弧度得到的，如图 7所示。

图 6: 倾斜椭圆

由下式定义的点集 (u(t), v(t))：[
u(t)
v(t)

]
=

[
a11 a12

a21 a22

] [
cos(t)
sin(t)

]
≡ A

[
cos(t)
sin(t)

]
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也是一个以 (0, 0)为中心的椭圆。其半轴和倾角由矩阵 A的奇异值分解（SVD）指定。实
数 n × n矩阵 A的 SVD保证我们可以找到正交矩阵U和 V，使得 A = Udiag(σ1, . . . , σn)VT。

通常，我们假设奇异值 σi 按非负顺序排列。然而，在本应用中，我们不需要这种归一化。特

别地，对于 2×2的情况，我们有[
a11 a12

a21 a22

]
=

[
cos(ϕ) − sin(ϕ)
sin(ϕ) cos(ϕ)

] [
σ1 0
0 σ2

] [
cos(ψ) − sin(ψ)
sin(ψ) cos(ψ)

]T

.

因此，椭圆 (4.2)的半轴为 |σ1|和 |σ2|，倾角为 ϕ。注意，指定椭圆倾角的 U矩阵就是上
面的旋转矩阵。

5.2 D2椭圆

如果 ti = τi + kπ/n，对于 i = 1, 2, . . . n，并且顶点向量 u(k)和 v(k)由算法 3生成，则有[
u(k)

i

v(k)
i

]
=

√
2
n

[
cos(θu) sin(θu)

cos(θv) sin(θv)

] [
cos(ti)

sin(ti)

]
.

这表明多边形 P(u(k), v(k))的顶点位于由点集 (u(t), v(t))定义的椭圆 E 上，其中

(5.1)

[
u(t)
v(t)

]
=

√
2
n

[
cos(θu) sin(θu)

cos(θv) sin(θv)

] [
cos(t)
sin(t)

]
, −∞ < t < ∞.

为了指定椭圆 E 的倾角和半轴，我们需要对 2×2的变换矩阵进行 SVD。
定理 5.1若 θu 和 θv 是实数，且

A =

[
cos(θu) sin(θu)

cos(θv) sin(θv)

]
,

则有 UT AV = Σ，其中

U =

[
cos(π/4) − sin(π/4)
sin(π/4) cos(π/4)

]
, V =

[
cos(a) − sin(a)
sin(a) cos(a)

]
,

以及

Σ =

[√
2 cos(b) 0

0
√

2 sin(b)

]
.

其中

a =
θv + θu

2
, b =

θv − θu

2
.

证明: 使用三角恒等式，我们有

UT A =
1√
2

[
cos(θv) + cos(θu) sin(θv) + sin(θu)

cos(θv)− cos(θu) sin(θv)− sin(θu)

]
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=
√

2

[
cos(b) cos(a) cos(b) sin(a)
− sin(b) sin(a) sin(b) cos(a)

]
.

这正是 ΣVT。

利用这一结果，可以得出 D2椭圆 (5.1)具有 45度倾角，半轴为 |σ1|和 |σ2|，其中

(5.2) σ1 =
2√
n

cos
(

θv − θu

2

)
, σ2 =

2√
n

sin
(

θv − θu

2

)
.

这验证了猜想 1。

5.3 通过 x(0)和 y(0)进行规范化

现在我们通过初始顶点向量 x(0)和 y(0)来指定与算法 2相关联的极限椭圆。根据 (4.1)和
正交性 {c, s, z4, . . . , zn}，我们得知

x(0) = (cTx(0))c + (sTx(0))s + span{z4, . . . , zn}中的向量,

y(0) = (cTy(0))c + (sTy(0))s + span{z4, . . . , zn}中的向量.

参考 (4.2)和 (4.3)，算法 2的极限椭圆与算法 3的极限椭圆相同，其起始单位向量为

u(0) = cos(θu)c + sin(θu)s,

v(0) = cos(θv)c + sin(θv)s,

其中

cos(θu) =
cTx(0)√

(cTx(0))2 + (sTx(0))2
, sin(θu) =

sTx(0)√
(cTx(0))2 + (sTx(0))2

,

cos(θv) =
cTy(0)√

(cTy(0))2 + (sTy(0))2
, sin(θv) =

sTy(0)√
(cTy(0))2 + (sTy(0))2

.

这四个数与 (5.2)一起完全指定了与算法 2相关联的 45度倾斜椭圆。

6 理论证明过程与结果总结

本文的核心目标是寻找多边形边的中点迭代后图形的规律并确定该图形的性质。研究通

过将几何迭代问题转化为线性代数问题，利用平均矩阵 Mn 进行分析。Mn 的特征值为 λj =

cos(π j/n)，其中特别关注特征值 1对应的特征向量 c和 s，它们张成一个重要的不变子空间
D2。

在迭代算法方面，算法 2通过归一化迭代在每次迭代后对顶点向量进行归一化，确保其
保持单位长度，利用幂方法的原理使顶点向量逐渐收敛到 D2。而算法 3直接使用特征向量 c
和 s的线性组合初始化顶点向量，使得迭代过程更快地收敛到极限图形。
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研究证明了迭代的极限图形是一个与坐标轴成 45度倾斜的椭圆，并给出了椭圆半轴长的
精确计算公式：|σ1|和 |σ2|，其中

σ1 =
2√
n

cos
(

θv − θu

2

)
, σ2 =

2√
n

sin
(

θv − θu

2

)
.

参数 θu 和 θv 可通过初始顶点向量计算得出：

cos(θu) =
cT · x(0)√

(cT · x(0))2 + (sT · x(0))2
, sin(θu) =

sT · x(0)√
(cT · x(0))2 + (sT · x(0))2

,

cos(θv) =
cT · y(0)√

(cT · y(0))2 + (sT · y(0))2
, sin(θv) =

sT · y(0)√
(cT · y(0))2 + (sT · y(0))2

.

通过数学推导和实验观察，研究验证了两个关键猜想：猜想 1：无论初始多边形如何，迭
代后的多边形边最终不相交，并且极限情况下顶点围绕一个 45 度倾斜的椭圆排列；猜想 2：
在算法 3中，偶数次和奇数次迭代得到的多边形分别完全一致。
研究成功地将几何迭代问题转化为线性代数问题，利用矩阵特征值和特征向量进行分析，

证明了多边形中点迭代的极限图形是一个 45 度倾斜的椭圆。这一研究不仅解决了一个有趣
的几何问题，还展示了线性代数在分析复杂几何系统行为中的强大应用能力。
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